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空間のイメージを超えて 

 

ミハイル・レオニドヴィッチ・グロモフ 

 

 

私たちは数学者がユークリッド空間と呼ぶ３次元空間に住んでいます。この名前は

アレキサンドリアの幾何学者であったユークリッドに敬意を表してつけられたものです

が、彼は、２０００年以上も前に、私たちの持つ直感的な空間のイメージを公理として表

そうと試みました。しかし、２０世紀、特にベルンハルト・リーマンの研究以降、空間の概

念はユークリッドの原点からどんどん離れて発展し続けています。それは当初、純粋数

学の必要からでしたが、その後、他の科学、まずは物理、続いて化学、生物学、経済

学等の発展によって促進されてきました。 

数学やその他の科学で出会うほとんどの空間は、３次元空間の中で視覚化すること

ができません。曲線や面というようなものではないのです。したがって映像的なイメージ

として私たちに入ってこないのです。たとえ、そのような空間がユークリッド空間に密接

に関係していて、私たちが生活のあらゆる瞬間にそれらに依存していたとしても、私た

ちはそれらを意識的に認識していません。それどころか、私たちはその動作の間、そ

れらに気づくことなくそれらの性質を利用しているのです。（泳ぐ魚が水の存在に気が

つかないのと同じことです。） 

それでは、どうすればそのような空間を理解できるのでしょうか。どのようにして研究

すればよいのでしょうか。私たち幾何学者は、その想像力を持って得た知識をいかに

して機械に伝えればよいのでしょうか。例えば、動物や人間のような敏捷さを持って空

間を移動する能力をロボットにどのようにしてつけるのでしょうか。 

私たちの助けとなるのは、そして私たち幾何学者が日常の空間のイメージをはるか

に押し広げて、現代の幾何学を構築し続けていくことができるのは、私たち生命の持

つ視覚や運動系の中に無意識のうちに潜んでいる空間の感覚の驚くべき柔軟性とい

えるでしょう。幾何学のある分野を研究することは自転車に乗ることを学ぶのによく似て

います。最初はとても困難に見えるのですが、学んでしまえばどうということはないので

す。ただし幾何学のそれといえば、概念という自転車の上に次々とそれを積み上げた

自転車に曲乗りするようなものです。 

この講演では、皆さんに易しい（それほど易しくないかもしれませんが）自転車操縦

法をお教えするつもりです。目的は２つあります。まず、通常の三次元空間がどれほど
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私たちの想像以上に豊か、かつ複雑であるかをご理解いただくこと。次に、私たちの

周りにある、目に見えない空間の世界を覗いていただくことです。こうした世界は肉眼

では見ることはできませんが、私たちの空間に対する直観力を適切な幾何学的言語

に置き換えることによって、三次元の世界で見ることができます。 

私たちの三次元の世界を理解するためには、まず、そうした世界に関する質問がで

きるようにならなくてはなりません。例えば、「私たちの周りに存在する空間の構造や本

質的な性質とはどういったものか」、「どのような媒体を介して私たちはそうした空間を

見たり感じたりすることができるのか」、「私たちはどうやって空間の中を移動するのか」、

「運動を可能にしている空間のどこが他と違うのか」などの疑問です。 

有史以前の幾何学者がこうした問いかけを、友人で頭の良いクロマニョン人の猟師

にしたとします。もちろん、その後の文明や、数世紀にわたって蓄積された科学的概念

の恩恵なしに、こうした質問をできる天才は実際にはいないのですが、とにかく想像し

てみてください。もしも質問をされた側の猟師も彼と同様の極めつけの天才であったな

ら、まず、それらの質問の意味を理解するよう努力します。そして、おそらく「その質問

は理に叶っているが、残念ながら答えが分からない」という結論に達したはずです。と

ころが彼が並みの天才であったなら、「明らかにその質問は意味をなさず、間違いなく

何の役にも立たない」と答えたでしょう。曰く、「空間はただの空間であり、鳥、魚、虫な

ど、すべての動物は空間とは何であるかを知っている。そもそも動物たちがその中を自

由に動き回るという事実が、何よりの証拠である。『なぜ宇宙は存在するのか』、『人生

の意味とは』など、他にもっと深遠なテーマがあるのに、なぜ、そんな愚かな質問をす

るのか」と。 

通常の空間の本質を掴むことの難しさは、いささか逆説的です。要するに私たちは

知りすぎています。私たちの視覚系、運動系は、私たちが存在する空間による影響を

受けて進化し、その能力は信じられないほど高いレベルにまで達しています。もちろん、

そこに至るまでには、「カンブリア紀の爆発」から５億年ほどの時間が経過しています。

考えてみてください。散乱する反射光の波が私たちの目に飛び込み、網膜に化学的

な刺激を与える様子を。未だ解明の糸口さえ見つかっていない神経系のプロセスによ

って、観察者の頭の中に首尾一貫した空間的イメージが形成されます。これらのイメー

ジは、首尾一貫しているということに加え、空間の本当の図形を映し出しています。こ

のことは、例えば、高等動物の視覚系と運動系の完全な調和で、彼らは幾何学や力

学の法則に則った運動をし、その他目的を伴った動きをすることができるという事実に

よって、はっきりと証明されていると言えるでしょう。ところで、ここでは「光」は必ずしも



018K2002_KP_LE_B_jp.doc 

3 

 

必要ではありません。コウモリや一部のイルカは、耳だけで「見て」います。 

私たちの潜在意識の中には、空間に関する知識、すなわち、幾何学的および力学

的直観が豊かに存在しているのですが、こうした知識は、脳内部の項序だった推論を

司る論理、言語中枢とは位置的に離れた場所にあるので、直接アクセスすることはで

きません。数世紀にわたる懸命な努力で、適切な疑問を、無意味なものも多くあります

が、提起し、解決することによって、私たちは、日常の空間や他の空間に関して、現在

の理解を持つに至りました。見えない直観とは違って、学習した知識は、言葉で表現

し、伝えることができるので、文化に組み込むことが可能なのです。 

では、空間の本質を捉え、それを言葉に置き換えることのできる言語とは一体何で

しょうか。そうした言語を作り上げる際の手引きとなるものは何でしょうか。 

幾何学の各分野には、相互に結合した言語が存在しますが、各分野は、ある特定

の対象を扱っています。計量幾何学とも呼ばれる距離幾何学とは、空間内の点と点の

間の距離を持った空間に関するもので、現代幾何学では最も直観的な分野となります。

これに関しては後ほど詳しく説明します。 

現在、最も活発に研究が行われているのはシンプレクティック幾何学というもので、

ハミルトン力学に則った物理システムの相空間など、高次元空間に与えられた面積の

一般概念を研究するものです。 

現代の代数方程式とその解法は、平面においては線、円、楕円を、三次元におい

ては球、楕円面を最も単純な対象とする代数幾何学と関連して研究されています。デ

ィオファントス幾何学と呼ばれる代数幾何学の１分野は、整数の解が求められる方程

式を扱っています。 

皆さんはこのような聞きなれない言葉や、曖昧な引喩に当惑されているかもしれませ

んが、それはもっともなことです。できることなら、「心配ご無用。それは言葉だけであっ

て、その背後にある真実は至って簡単です」と申し上げたいのです。確かに始めのく

だりはその通りで、用語の選択はかなり気ままです。例えば、なぜ「シンプレクティック」

という言葉が使われるようになったのかは誰にも分かりません。ところが、そうした言葉

の後ろにある真実は、実はシンプルどころかはるかに奥が深く、残念ですが、数学に

王道はないのです。たとえあなたが専門の幾何学者で、距離や代数方程式のすべて

を知っていたとしても、例えば「シンプレクティック」の意味を理解するには、何度も講

演へ足を運び、何時間もの集中的思索が必要です。さらに、このテーマの習得には数

年の歳月を要します。新しい数学テーマの学習や理解にどれほどの時間がかかり、ま

た、非常に好意的な専門家の聴衆を相手にしていても、自分の考えを伝えるのは非
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常に難しいことを、経験上、承知しています。今から１７年前、初めてシンプレクティック

幾何学をテーマに東京で講演を行ったのですが、結果は散々でした。 

しかし、これは落胆するほどのことではないのです。例えば、音楽を例にとってみま

しょう。音楽作品には奇妙な題名がついているものもありますが、題名と作品の内容に

はほとんど関係がありません。数学を学ぶということは、音楽で言えば、頭の中で音楽

が聞こえるほど楽譜を読み込み、実際に楽器で再現できるようになることです。数学に

ついては、いったん身についてしまえば、それを忘れることはほとんどなく、概念のシ

ンフォニーが常に頭の中にあるわけです。ただし、作曲家が自分の音楽的概念を実際

の音に置き換え、聴衆に提示する「パフォーマンス」という機会は数学者にはありませ

ん。 

黎明期の幾何学といえば、かなり単純で、純粋な直観に近いものでした。尐なくとも

隆盛を極めた現在の水準から見るとそう見えます。初めて体系的な言語が用いられる

ようになったのは、紀元前３００年頃、ユークリッドによってでした。この言語は、ある特

定の空間、すなわち、私たちが住んでいる空間を記述するためのものでした。数学的

慣習に従って、私たちはこれを空間、またはユークリッドが提唱した数学的な記述にち

なんで、「ユークリッド三次元空間」と呼んでいます。 

幾何学の言語に関しては、幾何学は記述的な言語とだけ関係しているという印象を

与えてはいけないと思っています。それは、詩といえば詩的言語、音楽といえば楽譜と

いう考え方同様、正しい見方ではありません。漠としたイメージに帰着する直観的な幾

何学と明確な言語に依存した抽象的な幾何学の間には、常にフィードバックが存在し

ます。驚くべきことに、直観的な幾何学的概念の多くは、矛盾のない言語で定式化す

ることができ、それによって、相互に関連する命題から成る複雑な理論が作られていく

のです。一方、幾何学に限らず、直観的には魅力的な概念が、全く無意味とまではい

かないまでも、誤りであることが多々あります。今も、定式化されるか、捨て去られてしま

うかの審判を待っている概念がいくつかあります。 

特に大きな成功を収めた概念としては、幾何学に端を発し、その後、科学のあらゆ

る分野に浸透した「対称性」を例に挙げることができます。平面における円や三次元空

間における丸い二次元球面の完璧な対称性は、誰にでも認識できます。これらの対称

性は完璧すぎるので、それを確認することはかえって困難です。このことは、ユークリッ

ド空間自身が持つ、より基本的な対称性を反映しているのですが、このことについては

後ほどご説明します。 

むしろ、こうしたものよりもばらつきのある対称性を理解することのほうが簡単です。
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例えば、５つの凸多面体であるプラトンの立体の対称性です［図１］。 

（ａ）３次元単体（正三角形で構成されたピラミッド）。これには４つの頂点と４面の正三

角形があります。 

（ｂ）８つの頂点と６面の正方形で構成される立方体。 

（ｃ）６つの頂点と８面の正三角形で構成される八面体。 

（ｄ）これは他のものよりは尐々分かりにくいのですが、２０の頂点と１２面の正五角形が

ある十二面体。 

（ｅ）１２の頂点と２０面の正三角形で構成される二十面体。 

これほど対称性が高い多面体は他にありません。このことは直観的に明らかで、ど

れほど努力してもこれほど完璧なものはできません。しかし、今ご紹介した完璧な５つ

の立体と他の対称性の低い立体との本質的な性質の違いを明確に述べることは、簡

単ではありません。現在では「群論」と呼ばれ、対称性という概念を正しく捉えた用語

がようやくできたのは、プラトンの時代から２千年以上を経た、１９世紀のことです。こう

した立体が持つ本質的な対称性は、次のように説明することができます。 

多面体の１つの面をＦとします。このＦは、多面体の種類によって、正三角形、正方

形、正五角形のいずれかになります。また、Ｆの頂点を１つ選び、それをＶとします。同

様にして、面Ｆ´とＦ´上の頂点Ｖ´を取ります。Ｆ´は先のＦと同じである可能性もありま

す。すると、どのような面と頂点を選んだとしても、多面体の中心を固定した回転によっ

て、ＦをＦ´に、ＶをＶ´に動かすことができます。 

このような回転によって、正多面体は元の位置と完全に重なることに注意してくださ

い。すなわち、先に選んだＶだけでなく、すべての頂点は頂点へ、すべての辺は辺へ、

すべての面は面へと移動します。ＶをＶ´へ移動させるだけなら、回転の前後で立体全

体を重ね合わせなくても動かす方法は数多くありますが、ある面を別の面に移動させ

た場合、対称であるために、回転前後の２つの立体はぴたりと重なり合います。 

このことは図を見れば明らかです。ところが、分かりにくいのは、今説明したような性

質、つまり面、辺、頂点を自由に動かしても回転前後の立体が重なり合うという性質を

持った凸多面体は、この５つのうちのいずれかであるということです。このことは、難しく

はありませんが、自明でない数学的定理です。プラトンは、それらの多面体が最も完璧

であると評していましたが、彼の頭の中にこの定理が存在していたのは明らかです。 

この５つのプラトン立体に続いて、１３のアルキメデスの立体なるものも考案されました

［図２］。 

これらも高い対称性を持っていますが、プラトン立体ほどではありません。プラトンも
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アルキメデスも、現代の群論と同様に、対称性という直観的な概念にヒントを得ていた

ようですが、その後の幾何学者はこうした直観を失ったようです。私がなぜこうした結論

に達したのかをご説明します。１８世紀から１９世紀のある時点において、アルキメデス

立体の定義がなされましたが、これは平面上の正多角形の単純な定義に似たもので

した。すなわち、すべての辺の長さが等しく、隣接面が成すすべての角度が等しい平

面上の多面体を正多角形というものです。 

証明は簡単ですが、この定義から分かるように、これらのｎ多角形は直感的に正多

角形になり、正多角形を特徴付ける精微な対称性は、正多面体の時と全く同様に、も

っと簡単に、「１つの頂点を任意の頂点に移す回転が存在する」となります。 

こうした多角形には、これとは別の対称性、つまり、図形の中心を通り、辺と直角に

交わる直線に関して、鏡映による対称性が存在します。鏡映による対称性はプラトン

立体にも見られます。平面上の線に関する鏡映による対称性は、その線を軸に平面を

空間で１８０度回転させれば見られますが、空間上の鏡映による対称性を理解するの

はいささか困難です。ある人の左手は右手の鏡像とほぼ等しいものですが、三次元空

間で動かしてみても両手がぴったりと重なることはありません。 

辺と角度によるこうした正多角形の定義は、そのままプラトン立体の定義にもなりま

す。つまり、プラトン立体とは、まさしく、すべての面が合同な正多角形であるような多

面体であり、隣接面との角度がすべて等しい多面体を指します。実際は、前者の条件

が成り立てば、後者の条件も自動的に成り立つのですが、これに関しては尐なからず

議論を要します。 

１９世紀以降に書かれた上級者向けの幾何学の教科書には、アルキメデス立体に

関してこれと同じような記述が見られ、かつ、「証明」もなされています。１９５０年代後半

には、ロシアの幾何学者アシュケナージが反例を発見し、「アルキメデスが見落とした

完璧な立体」と呼ばれました［図３］。当時、私はまだ学生だったのですが、レニングラ

ードのヴィクター・ザルガラーという幾何学者から、この新しく発見された立体を研究し、

そこから他の幾何学的対象、つまり対称性を持つ星型多面体を構成できないかという

ヒントをいただきました。元々のアルキメデスの１３の凸多面体から、対称性を持つ星型

多面体が構成できることは知られていました。残念ながらそこからは星型多面体は生

まれず、この試みは失敗に終わり、アシュケナージの立体は古典的な定義は満たして

いるものの、アルキメデスの立体に比べると対称性が低いと認識するに至りました。失

敗したままでは気分が良くないので、私は、間違っていたのはアルキメデスではなく、

一般に受け入れられているアルキメデス立体の定義を作った人物であると考えました。
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私が思うに、この定義は、群論が幾何学の研究の道具として一般的になる前に作られ

たものです。しかし、一般的な文献では依然、混乱があります。 

これから私がお話しする距離幾何学、別名計量幾何学という幾何学の分野は、点と

点との間の距離に関する学問です。三次元ユークリッド空間における通常の距離、も

しくはユークリッド距離とも言いますが、それは２点間の線分の長さを測ったものです。

距離をきちんと定義するためには尺度を決める、つまり、例えばメートルやセンチメート

ルといった、単位となる線分を決めなくてはなりません。尺度を決めることによって、距

離は空間上の任意の２点から決まる数となるのです。 

通常の距離にわざわざ名前をつけて強調するのには、２つの理由があります。 

まず、ユークリッド空間の基本的な性質は、距離を表す用語によってすべて表すこと

ができるということ。 

次に、たとえ私たちの三次元ユークリッド空間の中で視覚化できる空間であっても、

異なった計量を持つ空間が多く存在する、すなわち距離の測り方にも様々な方法があ

る、ということです。 

地球の表面を例に考えてみます。例えば、京都とパリを真っ直ぐ結ぶ空間線分は、

地底数千キロを通ります。地底に潜ることのできない旅行者にとって、ユークリッド空間

は有効ではありません。 

もう尐し現実的な話としては、地球表面の２つの地点を結ぶ最短の道の長さがありま

す。地球表面は平坦ではないため、こちらの距離は、ユークリッド距離よりもかなり長く

なります。また、さらに長距離で、交通手段を利用しないといけない距離もあるでしょう。

例えば、遠く離れた２点の場合、ある地点から別の地点への飛行機の飛行が幾何学

以外の制約を受けなければ、最短の道は空路と言って差し支えないでしょう。さらに、

距離を測る手段として、時間ではなく、燃料の消費量や運賃によって距離を定義する

ことも可能です。こうした考え方のいくつかは、一般に受け入れられている距離の概念

に適合していますが、その結果生じた幾何学的結論はかなり恣意的であり、実際には

有効であっても、美意識の高い数学者にとっては、さほど魅力的なものではないので

す。 

最短の道という考え方は、ユークリッド空間内の曲面に計量を導入する、すなわち

距離を決める際に用いられます。「内的な計量」とも呼ばれるこの計量は、２点間の距

離を、その２点を結ぶ曲面上の最短の道の距離とすることで、定義されます。この時、

空間でこれらの点を結んでいる真っ直ぐな線分がこの曲面に含まれていない限り、曲

面上の２点間の距離はユークリッド距離よりも長くなります。 
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例として丸い球面を考えてみましょう。これは半径を大きくした時、地球表面の近似

として最適です。最短の道は、球面の上の大円をたどる線分となります。大円とは、中

心を通る平面で球面を切断した切り口のことです。ところで、数学用語で「球面」という

のは、丸いボールの表面の二次元曲面のことです。 

今までの話は極端に単純ですが、理解するには頭の中に２つのイメージを描く必要

があります。１つは地球。巨大な質量を持つ大陸と水と球面状の曲面から成ります。も

う１つは空間に固定されたシャボン玉、または球体の表面です。 

距離の用語で表現できる、空間の最も基本的な性質を理解するため、まずは分かり

やすい２つの平面を考えてみることにします。平面、完全に平らなテーブルの表面を

考え、それが透明な紙で覆われているとします。皆さんにも経験があると思うのですが、

その紙は引っぱったり皺をつけたりしなくても、テーブルの上を自由に滑らせることが

できます。つまり、この動作を遮るものはありません。紙の上とテーブルの上にひとつず

つ印を付けます。テーブルの上で紙を滑らせてやれば、２つの点を重ね合わせること

ができます。また、紙とテーブルに、それぞれ２つずつ印を付けたとします。紙に付け

た２点間の距離とテーブルに付けた２点間の距離が同じなら、紙をスライドさせてそれ

ぞれを重ね合わせることができます。 

同じことは３つ以上の点を打った場合にも言えます。例えば、紙の上に５つ点を打ち、

それぞれ p１、p２、p３、p４、p５と呼び、テーブルの上にも同じように５つ点を打ち、こち

らはＰ１、Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５と呼ぶとします。この場合も、紙の上の点pnが同じ番号を持

つ点 Pn に同時に重なるように、つまり、p１はＰ１と、p２はＰ２と…といった要領で重なる

ように、紙をスライドさせることができます。ただしこの場合、５つの点ｐのうち２点を結ぶ

距離は、それに対応する点Ｐ間の距離と等しくなければなりません。つまり、p１と p２の

距離は、Ｐ１とＰ２の距離に、p２と p３の距離はＰ２とＰ３の距離に等しい、といった具合

です。 

この組み合わせは全部で１０組存在し、紙をスライドさせて各点を同時に重ね合わ

せるためには、１０個の数字を持つ２組の配列が等しい、つまり、距離を表す１０個の数

字がすべて等しい、ということが必要です。厳密には、この条件だけでは数学的に正し

いとは言えません。例えば、左手の指先で紙の上に５つ印を付け、同じように右手の

指先でテーブルの上に５つ印を付けた場合、これを重ね合わせるためには、テーブル

の上で紙をスライドさせることと、折り返し、すなわち直線を軸として空間内で１８０度回

転させることを、組み合わせなくてはいけません。 

こうした話の重要性を充分に理解するためには、他の曲面も検討してみる必要があ
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ります。例えば、曲がったテーブルがあって、それが曲がった透明の紙で覆われてい

て、しかもその曲がり具合がテーブルのそれと完璧に一致しているとします。もし表面

が球面である「テーブル」、つまり、球の形をしたテーブルがあるとすれば、これまで私

が平面に関して申し上げてきたことはすべて正しいものとなります。球面上で球状の紙

を自由に滑らせればよいのです。 

球面のテーブルほど分かりやすくはありませんが、円筒形、さらには円錐形の「テー

ブル」についても先ほどの話は当てはまります。円筒や円錐を覆っている紙を伸ばして

平面にしてやれば、テーブルの上を滑らせてやることもできますし、平面のテーブルの

時と同じく自由に、円筒や円錐の曲面を滑らせることができます。しかし、このテーブル

のある点は平坦で、ある点には丸い隆起があるとしたら、紙を自由に滑らせることはで

きません。これは、紙はこの隆起を「記憶」しているので、隆起した部分を平らな地点に

動かすと、その地点ではテーブルから紙が浮き上がってしまうためです。 

次に、三次元空間で同じような図を描いてみましょう。空間を覆う三次元の「紙」を口

で説明するのは大変ですので、曲面について考える場合、それに合った表現を用い

る必要があります。つまり今回は、曲面を覆う紙ではなく、ある曲面のコピーでその曲

面とぴったり重なり合う、目には全く見えない紙を頭の中に思い描きます。こうすれば、

テーブルや紙といった卑近な例を持ち出すことなく、動かない曲面、つまりテーブル面

の上をそのコピー、つまり紙がスライドする様子を思い浮かべながら、曲面がそれ自身

の上をスライドする様子を語ることができます。 

同じ表現は、どのような空間にも当てはまります。例えば、自分自身に沿って移動す

る空間などです。この場合、「移動する」という言葉は、距離が保存されることを意味し

ています。つまり、こうした「移動」によって点ｐが点Ｐに、点ｐ´が点Ｐ´に移動した時、点

p と p´の選択に依らずに、ｐ-ｐ´間の距離はＰ-Ｐ´間の距離に等しくなります。 

ここで思い出していただきたいのは、「距離」は空間に後から与えられたものであり、

先ほど地球の表面上の例でお話ししたように、「距離」を決定する方法はいくつか存在

するということです。特定の計量だけに関する「移動」、すなわち、１つの距離は保つけ

れど他の距離を変えてしまう、ということもあり得ます。例えば、地球の上の球面的計量、

すなわち、地球を球面だと思った時、大円の一部が２点を結ぶ最短線となるような計

量は回転によって保たれますが、先に述べた別の計量、例えば航空券の価格で決ま

るものは保たれません。 

通常のユークリッド三次元空間は、平面、もしくは二次元球面と同様、それ自身、自

由に移動することができます。三次元ユークリッド空間における２組の点の配置、例え
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ば p１、p２、p３、p４、p５ という配置と Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３、Ｐ４、Ｐ５ という配置を考えます。

もし対応する２点間の距離、全部で１０組がそれぞれ等しいならば、平面に関する折り

返しも含む、一方の配置からもう一方の配置に移動が可能です。 

こうしたことは、私たちの空間が持つ基本的性質であり、そのおかげで私たちが空

間で物理的に経験する、あらゆる種類の運動が可能になっています。私たち数学者

は、こうした性質をユークリッド空間の基本公理として捉えています。空間のこうした性

質、公理を理解するためには、その空間と比較する何かが必要です。しかし、三次元

ユークリッド空間の中では、自分自身以外の三次元空間を見ることはできないため、こ

の作業は平面の場合よりも難しくなります。したがって、別の例を引用することが必要

です。 

それでは平面に戻って、先ほどと同じく、完全に平らで無限大のテーブルを考えま

す。今回は点ではなく、例えば細い鉛筆のような、真っ直ぐで堅い棒がテーブルの上

に載っていると考えます。数学的には、平面の上の真っ直ぐな線分という言い方になり

ます。また、棒の長さはすべて１デシメーター、つまり１０cmであるとします。 

ここでは、テーブル上にあるこうしたすべての棒、数学的に言えば、平面に存在する

一定の長さの線分のすべてを考えます。もちろん、すべての地点においてそれぞれ違

った方向に向けられた鉛筆がテーブルを覆っている光景を想像するのは難しいので、

１本の棒に関して、可能な位置をすべて考えることにします。この棒はテーブルの上な

らどこにでも置くことができ、ある地点から別の地点へと動かすことができます。したが

って、ここで言う「すべて」の意味は、すべての位置に置くこともできるのですが、ある瞬

間においてはその内のいくつかだけしか考えない、というものです。一方、頭の中です

べての棒を同時に思い浮かべることによって、「点」という言葉がテーブル上の棒の位

置を意味するような、新たな空間が現れます。 

この棒の空間を正しく認識するには、その幾何構造を調べる必要があります。ちな

みに、本日の講演では、「幾何構造」とは「距離」を意味します。棒と棒の間の距離を計

測できれば、こうした棒の空間も、ユークリッド空間とは異なった距離を持つ通常の三

次元空間であり、点はあくまでも点で、「棒」のことは忘れても構わなくなります。 

数学で扱う概念の多くは、研究対象の性質をいくつか「忘れる」ことによって得られ

ているのです。例えば、普通の平面は現実世界に存在する平面を抽象化したもので

すが、例えばその色、質感などは忘れ去られています。忘れることによって、研究対象

となる性質だけを抽出することができるのです。そのおかげで、「三次元空間における

すべての点」と「平面上の一定の長さのすべての棒」など、異なる対象の間に予期して
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いなかった類似点を見出すことができるのです。例えば、１本の棒だけを考えた場合、

空間の１点と共通するようなところはほとんどありません。しかし、その距離で表される

棒と棒の関係だけに注目するなら、平面上の棒の完全性はユークリッドの空間にかな

り似ているといえます。 

さて、これからが大事なポイントです。平面上にある棒と棒の間の距離をすべて求め

るのです。距離というものは神によって与えられるものではないので、私たちが距離を

構成するのですが、使える空間を得るためには、慎重に構成しなくてはなりません。私

たちは、空間内の曲面上に距離を定義したのと同じ概念を用います。曲面上の距離

は、２点を曲面上で結ぶ最短の道の長さによって定義されていました。では、２つの棒

を結ぶ「道」とは、どのようなものでしょうか。１つ、自然な候補があります。「道」とは、棒

１から棒２への移動といったように、与えられた位置から平面内で棒を動かす、その連

続した動きのことです。 

棒をいずれかの方向に動かすと、その両端も平面に沿って動きます。ここで、例え

ば一方を緑、他方を青に塗ったと考えると、平面に２本の曲線が描かれることになりま

す。緑の曲線は棒１の一端から棒２の一端へ、青い曲線も、同じく棒のもう一方の端を

結びます。 

この、緑と青という２つの道を併せた距離を測るには、どうすればよいでしょうか。 

単純に考えると、合計を求めれば良いということになります。これは可能ですが、最

良の選択であるとは言えません。ピタゴラスの定理を使えば、より良い距離を定義する

ことができます。つまり、２本の曲線の長さをそれぞれ平方したものを合計し、その平方

根を求めるというやり方です。しかし、本当に２本の長さを「併せる」ためには、これより

も複雑なプロセスを必要とします。もちろん、このやり方も、お互いのスピードが異なる

こともあるでしょうが、両端が一定のスピードで動くのであれば可能です。 

残念ながら、単純で「自然な」距離を導き出してくれる正しい定義は、さらに複雑で

す。これからお話しする定義は分かりにくいものですが、それは不必要な複雑さが求

められているからではなく、人間の頭脳はこの種の問題を考えるようにできていないた

めです。この「本当の」定義が発見されるまでには、何世紀にもわたる数学者や物理学

者による真剣な研究と、リーマンほどの天才が必要でした。また、リーマンの定義は簡

単に理解できるようなものではなく、その「真実性」は、数学、科学、工学の分野におけ

る応用への有用性から明らかになります。数学における定義とは、私たちがすでに知

っていて理解も進んでいる対象を特定する言葉に止まらず、本質的な概念、そしてそ

れは難しいものであることが多いのですが、そのような概念を具体化する創造行為でも
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あるのです。 

それでは、その定義を説明します。ここに平面内を移動する棒があります。例えば、

ある地点から別の地点への移動が完了するのに１分かかるとします。そして、より小さ

な単位で、棒の位置の連続した動きを記録します。例えば、秒単位で記録すると、棒

の動きは６０の小さなステップに分割されます。この棒は毎秒、ある地点から、それほど

遠くない次の地点へと移動していきます。この時、各ステップにおいて、棒の両端に対

応する位置の通常の距離、すなわち、隣り合う２つの緑の２点間の距離、同じく隣り合

う青い点同士の距離を測ります。ピタゴラスの法則を用いて、それぞれの「緑」の距離

に対応した「青」の距離を「加え」ます。つまり、それぞれの平方を合計し、その平方根

を求めます。最後に、このようにして求めた６０個の数字を加え、その合計を「秒を尺度

とした動きの道の長さ」とします。 

より精緻な数字を求めるのなら、ミリ秒など、さらに小さな時間単位を用います。そう

すればこの動きは６万の細かなステップに分割されます。各ステップは先ほど説明した

方法で処理され、６万の小さな頄の合計が「ミリ秒を尺度とした、同じ動きの長さ」となり

ます。 

ほとんどの実用的な目的には、これで充分なのですが、数学者は任意に固定され

た尺度を好みません。これにはもっともな理由があるのですが、とにかく、時間の尺度

は徐々に小さくなり、最終的には、こうしたより高精度の計測による極限値として、真の

長さ、すなわち、実際には測れない長さを定義することになります。ちなみに、分子物

理学者だったら、１秒の１０億分の１のさらに１００万分の１であるフェムト秒で止めるで

しょう。 

こうして私たちは、平面内の棒と棒の距離の定義にようやくたどり着くことができまし

た。２本の棒の間で可能な道をすべて考え、それぞれの道について先に述べた真の

長さを測りましょう。その中で最短の長さを棒と棒の間の距離とします。 

さて、なぜこれほど面倒なのでしょうか。その答えは、「私たちが自ら選択したのでは

なく、数学や物理学の性質上、定義せざるを得ないから」となります。では、このことを

確かめてみましょう。 

距離という概念を認めれば、意味のある質問ができるようになるかもしれません。ま

ずは、距離はどのようにして決定されるのか、２本の棒を結ぶ最短の道とは、などの疑

問が考えられます。 

手始めに、２本の棒の最短距離は、両端を直線に沿って動かすことによって得られ

る、と推測してみます。このアプローチはさほど悪いものではなく、２本の棒が平面内で
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平行に並んでいる場合には、正解が得られます。しかし、２本の棒がねじれの位置に

あった場合、例えば、２本の棒が一端でしか接しない場合、こうした動きは不可能となり

ます。これは、移動中に棒の長さは変化しないことになっているからです。 

さて、平面上で２本の棒の緑の端が、ある角度で接しているとしましょう。この場合、

明らかに、２本の棒を結ぶ最短の動きは、その内の１本の、固定された緑の端を中心と

した回転になります。この時、注意していただきたいのは、回転の方向は、時計回り、

逆時計回りの２種類あることです。ここでは、回転角度が１８０度未満のほうを取ります

が、この時、避けては通れない曖昧さにぶちあたります。もし青いほうの端がお互いに

逆の方向を向いていて、２つの角度が両方ともちょうど１８０度だった時です。つまり、こ

の場合、最短の道が２つあることになります。これにより、私が今お話ししている空間は、

与えられた２点間の最短の道、すなわち、真っ直ぐな線分はたった１つしかない、とい

うユークリッド空間とはきわめて異なることになります。 

これと似た状況は、球面の場合に起こります。球面上では、最短の道は大円の線分

であるので、２点が北極と南極のように正反対の位置にあれば、最短の道は無限に存

在します。子午線に沿って南極から北極へ移動する場合、その距離はすべて等しいと

いうのと同じことです。 

実際、任意の位置にある２本の棒の最短の道は、次のように言い表すことができま

す。直線に沿って棒の中心を一定の速度で動かし、同時に中点を中心にして棒を回

転させます。２本の棒の間には、こうした道がいくつかあるでしょうが、全体の回転角が

１８０度を越えないほうを最短の道とします。 

こうした複雑な定義では、これが本当に最短の道であり、その長さが細分化のプロセ

スを経て得られた距離となることを示すことは容易ではありません。「なぜ、この表現を

唯一の定義として使用することができないのか」と思われる方もいるでしょう。これから

見ていきますが、「この例に関しては、唯一の定義とすることは可能であるが、この複雑

な定義の利点は、類似した空間すべてに応用が可能である」というのが答えです。 

最後に、平面内の棒に拘って、より高度な質問を考えてみましょう。棒空間はユーク

リッド空間と同じような対称性があるのでしょうか。例えば、棒空間に２つの点が与えら

れている場合、棒空間全体をそれ自身に沿って動かし、２点を重ねることができるので

しょうか。 

その答えは「イエス」です。その根拠は、数学者が言うところの「自明な補題」という、

これから述べる単純な考察です。 

テーブルを覆っている紙に２本の棒がついていて、その紙を別の位置に滑らせたと
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考えてみてください。棒は紙と一緒に動き、ここが大事なのですが、棒と棒の間の距離

は、紙を滑らせている間に変わることはありません。つまり、紙を滑らせることは、棒同

士の距離を変えない移動を棒空間に与えたことになります。 

さて、こうして紙を滑らせることで、ある棒を別の棒へと移動させることができることが

分かりました。したがって、平面内の棒で表されるある点から別の点、つまり別の棒へと

向かう移動が、実際に存在することになります。このように、棒空間にも、ユークリッド空

間の時と似た、ある種の対称性が存在することになります。 

今お話ししたことは、自明のことを、難解な専門用語で大げさに表現した単なる空虚

な言葉遊びに過ぎないように聞こえるかもしれませんが、それはさておき、次の問題に

移りましょう。棒空間に２組の点があるとして、点の間の距離が２組とも同じとします。１

組目の点が２組目の点に重なるように棒空間を動かすことはできるでしょうか。 

これがユークリッドの空間、平面、球面なら、その答えは、先に説明した通り、「イエ

ス」となります。しかし、棒空間では「ノー」となります。つまり、棒空間は通常の空間と比

べて対称性が低い、すなわち、可動性が低いということになります。平行に並んだ１対

の棒を平行ではない１対の棒に移動させることは、どのように平面を滑らせても不可能

である、というのを理解するのは簡単です。ただし、この場合も、互いに距離を等しくす

ることは可能です。しかし、確信をもって「ノー」と言えるようになるには、棒空間のすべ

ての移動は、紙を滑らせることによって得られるものしかない、ということを確かめる必

要があります。そのためには、さらに抽象的な推論を行う必要がありますが、今回の講

演では、このお話はいたしません。 

棒の話は飽きてきましたので、今度は、三次元空間にある大きさの等しい正三角形

を考えることにしましょう。こうした三角形の動きがたどる道はどれも、空間における３本

の曲線、すなわち、３つの頂点の軌跡によって与えられます。一般的な定義では、棒

の場合と同じく簡単に、それとも複雑でしょうか、この３本の曲線から、距離を求めること

ができますが、今回は、最短の道をはっきりと決める作業は先ほどのように単純ではあ

りません。まず、棒の空間は三次元であり、棒の位置は緑の端の座標２つと、固定方向

に関する角度により決定されます。三角形の空間はその倍、すなわち六次元です。最

初の頂点の位置は３つの自由度によって、２つ目の頂点は２つの球面座標によって、

３つ目の頂点は角度によって表されます。 

こうした空間の良いところとは何でしょうか。距離はどのように使うのでしょうか。こうし

た空間を導入する、本質的な理由を１つご説明します。 

私たちが定義した距離とは、ニュートン力学の法則により記録されるように、自然界
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により選ばれた距離です。摩擦を考慮せず棒を押したなら、その棒は私たちが求めた

最短の道に正確に沿って、平面上を滑っていくことでしょう。同様に、重力を無視すれ

ば、空間の三角形も、私たちが求めた複雑な定義が規定する道を通って動いていくこ

とでしょう。しかし、これには若干の修正が必要です。一般に、自由な力学的運動が本

当に最短であるのは、短い時間に限られます。例えば、固定した中心の周りを自由に

回転する棒は、回転の角度が１８０度を越えない限り、最短の道をたどります。 

同じことが考え得るすべての力学的な概念、棒や三角形の系、さらに、ある点で重

なり、その点を中心にして自由に回転するようなものすべてに当てはまります。こうした

ものの空間における自由運動はすべて、それぞれの高次元空間において、最短の、

より正確に言うなら、局所的に最短の道を通ります。したがって、こうした空間に関する

幾何学的知識は、実用本位の力学や工学に欠かせないものとなります。ただし、重力

や他の力を考慮に入れる必要から、幾何学に手を加える必要が度々あります。 

こうしたタイプの空間は、多岐にわたっており、その幾何学も非常に複雑なものとな

ります。しかし、距離という統一した言葉を使うことによって、その性質を確立し、表現

することができます。エンジニアの関心は、具体的な実用問題に必要な、こうした空間

の具体例にあります。例えば、ある系をある位置から別の位置へと移動させる運動を

設計することなどです。これとは逆に、数学者は、こうした空間すべてに共通する性質

を追い求めます。１つ例をご紹介します。空間に２つの合同な三角形があるとして、こ

の２つの三角形の間には、常に最短の道が１つあるとします。ここで「最短」というのは、

平面内の棒の空間の距離と同様に定義される、六次元空間の距離に関して最短、と

いう意味です。 

力学的に言えば、ある三角形を一押しすると、その三角形が移動する間に、別の三

角形とピタリと重なる瞬間がある、ということになります。 

このことは、重力が存在していても当てはまります。そうした三角形を壁に投げつけ、

仮に最初の頂点としましょうか、その頂点が壁にぶつかった瞬間、あらかじめ決めてお

いた方向に跳ね返らせることも可能です。これを実際に行うことは簡単ではありません

が、これを完璧にやってのける投てき機を設計することはできるのです。なぜなら、そう

した設計は、一般的な理論によって可能となるからです。 

最後に、もう尐し複雑な例をご紹介します。ちょうど車１台分しかスペースがない場

所への縦列駐車です。最終的な車の位置が最初の位置からどれほど近くても、うまく

駐車するためには、車を何度も前後に動かさなければなりません。 

ここで関係する空間は、先ほどお話ししました棒空間です。車の位置は２つの点、こ
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こでは２つの印を付けることによって決定されます。１つは車の前部に、もう１つは後部

に付けます。しかし、車の動きには制約があるので、関係する距離は全く違ったものに

なります。滑って移動する棒とは違い、前後の車輪が９０度回転しない限り、横方向な

ど、車を好きな方向に動かすことはできません。しかし、誰もが経験で知っているように、

そして数学の定理でも確認されているように、車をある地点まで移動することは可能な

のですが、自由に滑らすことのできる棒に比べると、かなり時間がかかります。 

また、トレーラー付きの車を駐車することは難しいですが、できないことはありません。

実際、経験豊かなドライバーならできます。この場合、対応する空間は、２本のつなが

った棒の空間であると考えることができます。そして、その空間は四次元です。さらに、

この駐車の問題は、トレーラーが何台付いていても、数学的な解決が可能です。人間

のドライバーがこれを習得するということは考えにくいのですが、ロボティクスなど、力学

装置の制御理論に出てくる同様の問題は、対応する高次元空間の幾何学を応用した

コンピュータ・プログラムで解決することが可能です。 

今までのお話はすべて、幾何学的概念がいかにして構成されており、応用されてい

るかをご理解いただくことを願ってさせていただきました。幾何学的なアプローチは万

能ではありませんが、数学、科学、工学などの分野における難題の解決に役立つこと

が度々あるのです。
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図 1  ５つのプラトン立体 

Fig. 1 Five Platonian solids 

図 2  13のアルキメデス立体 

Fig. 2 Thirteen Archimedean solids 

図 3  アルキメデスが見落とした完璧な
立体 

Fig. 3 Perfect body missed by 
Archimedes 


